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Conseil aux futurs candidats 
 
 
Il est vivement recommandé aux candidats de s’informer sur les modalités du concours. 
 
Les renseignements généraux (conditions d’accès, épreuves, carrière, etc.) sont donnés sur le site du 
ministère de l’éducation nationale (système d’information et d’aide aux concours du second degré) : 

http://www.education.gouv.fr/pid63/siac2.html 
 
Le jury du CAPES externe de Mathématiques met à disposition des candidats et des formateurs un site 
spécifique : 

http://capes-math.org 
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L’épreuve écrite de la session exceptionnelle s’est déroulée le 19 juin 2013. 

 
Les épreuves orales se sont tenues les 5 et 6 avril 2014, 

dans les locaux du lycée Jean Lurçat, Paris 13e. 
Que soient ici remerciés Madame le Proviseur et les personnels du lycée 

pour la qualité de leur accueil et leur très aimable disponibilité. 
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1 PRÉSENTATION DU CONCOURS 
 

1.1 Composition du jury 
 

BESSIÈRE Arnaud professeur agrégé 
BLOND Elisabeth professeur agrégé 
BONTEMPELLI Alain professeur agrégé 
BOVANI Michel, vice-président inspecteur général de l’éducation nationale 
CHOMEL DE JARNIEU Anne professeur agrégé 
COLESSE Sylvie professeur agrégé 
DANNE Laurent professeur agrégé 
DÉAT Joëlle inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
DEGORCE Éric professeur agrégé 
DUPRAZ Geneviève inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
FOISSY Loïc professeur des universités 
FONTY Hélène professeur agrégé 
GAUCHARD Xavier inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
HANS Jean-Luc professeur de chaire supérieure 
HERMANS Yann professeur agrégé 
HUBERT Nicolas professeur agrégé 
LASSALLE Olivier inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
LATHÉLIZE Arnaud professeur agrégé 
LAURENT REIG Céline professeur agrégé 
LEFORESTIER Céline professeur agrégé 
LORIDON Geneviève, vice-présidente inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
MARQUIER Soisick professeur agrégé 
MEGARD Marie, vice-présidente inspecteur général de l’éducation nationale 
MICHAU Nadine professeur agrégé 
PASSAT Isabelle professeur agrégé 
RODOZ-PLAGNE Sophie professeur agrégé 
ROUANET Véronique professeur de chaire supérieure 
ROUDNEFF Evelyne inspecteur d’académie - inspecteur pédagogique régional 
SCHWER Sylviane professeur des universités 
SIDOKPOHOU Olivier, vice-président professeur agrégé 
SORBE Xavier, président du jury inspecteur général de l’éducation nationale 
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1.2 Définition des épreuves 
 
Arrêté du 28 décembre 2009 fixant les sections et les modalités d’organisation des concours du certificat 
d’aptitude au professorat du second degré (MENH0931286A) 
 

Section mathématiques 
 
A. — Épreuve d’admissibilité 
 
Première épreuve écrite d’admissibilité du concours externe du CAPES de mathématiques (coefficient 3). 

 

Durée : cinq heures, coefficient 3. 
Le sujet est constitué d’un ou de plusieurs problèmes. 
Le programme de ces épreuves est constitué des programmes de mathématiques du collège, du lycée et des 
classes post-baccalauréat du lycée (STS et CPGE). 
L’usage de calculatrices scientifiques est autorisé selon la réglementation en vigueur. 
 
B. — Épreuve d’admission 
 
Seconde épreuve orale d’admission du concours externe du CAPES de mathématiques (coefficient 3). 

 

Epreuve sur dossier comportant deux parties : 14 points sont attribués à la première partie et 6 points à la 
seconde. Durée de la préparation : deux heures et demie ; durée totale de l’épreuve : une heure ; coefficient 3. 
Première partie : épreuve d’exercices ; durée : quarante minutes. 
L’épreuve permet au candidat de montrer : 

– sa culture mathématique et professionnelle ; 
– sa connaissance des contenus d’enseignement et des programmes ; 
– sa réflexion sur l’histoire et les finalités des mathématiques et leurs relations avec les autres disciplines. 

L’épreuve s’appuie sur un dossier fourni par le jury, portant sur un thème des programmes de mathématiques du 
collège, du lycée ou des sections de techniciens supérieurs. Ce thème est illustré par l’énoncé d’un exercice, 
pouvant être complété par des extraits de manuels, des productions d’élèves ou des passages des programmes 
officiels. Le dossier comprend des questions permettant d’apprécier la réflexion pédagogique du candidat. Ces 
questions portent sur l’énoncé de l’exercice et sa résolution ou d’autres aspects pédagogiques liés au contenu du 
dossier. 
Pendant vingt minutes, le candidat expose ses réponses aux questions posées dans le dossier et propose, en 
motivant ses choix, plusieurs exercices s’inscrivant dans le thème du dossier. 
Cette première partie se termine par un entretien avec le jury, portant sur l’exposé du candidat, en particulier sur 
les exercices qu’il a proposés, aussi bien en ce qui concerne leur résolution que les stratégies mises en œuvre. 
Pendant le temps de préparation et lors de l’interrogation, le candidat bénéficie du matériel informatique mis à sa 
disposition. Il a également accès aux ouvrages de la bibliothèque du concours et peut, dans les conditions 
définies par le jury, utiliser des ouvrages personnels. 
Le programme de cette première partie d’épreuve est constitué des programmes de mathématiques du collège, du 
lycée et des sections de techniciens supérieurs. 
Seconde partie : interrogation portant sur la compétence Agir en fonctionnaire de l’Etat et de façon éthique et 
responsable . (Présentation dix minutes, entretien avec le jury : dix minutes.) 
Le candidat répond pendant dix minutes à une question, à partir d’un document inclus dans le dossier qui lui a 
été remis au début de l’épreuve, question pour laquelle il a préparé les éléments de réponse durant le temps de 
préparation de l’épreuve. La question et le document portent sur les thématiques regroupées autour des 
connaissances, des capacités et des attitudes définies, pour la compétence désignée ci-dessus, dans le point 3 
« les compétences professionnelles des maîtres » de l’annexe de l’arrêté du 19 décembre 2006. 
L’exposé se poursuit par un entretien avec le jury pendant dix minutes. 
 
 
L’épreuve d’admission doit en outre permettre au candidat de démontrer qu’il a réfléchi à l’apport que son 
expérience professionnelle constitue pour l’exercice de son futur métier et dans ses relations avec l’institution 
scolaire, en intégrant et en valorisant les acquis de son expérience et de ses connaissances professionnelles dans 
ses réponses aux questions du jury. 
 

 5



1.3 Programme 
 
Épreuve écrite 
Le programme est constitué de la réunion des programmes de mathématiques du collège, du lycée et des classes 
post-baccalauréat du lycée (STS et CPGE) en vigueur au titre de l’année scolaire 2012-2013 et de ceux en 
vigueur au titre de l’année scolaire 2011-2012. 
 
Épreuve orale 
Le programme est constitué de la réunion des programmes de mathématiques du collège, du lycée et des sections 
de techniciens supérieurs en vigueur au titre de l’année scolaire 2013-2014 et de ceux en vigueur au titre de 
l’année scolaire 2012-2013. 
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2. QUELQUES STATISTIQUES 
 

2.1 Historique 
 
Le rapport entre le nombre des candidats présents à l’écrit et le nombre de postes est 4,8. 
 
 

Troisième 
concours 
CAPES 

postes 
présents à 

l’écrit 
admissibles admis 

2007 25 81 30 11
2008 22 75 26 11
2009 22 79 24 9
2010 22 89 30 11
2011 23 108 47 21
2012 30 130 61 30
2013 40 155 84 39

except. 42 201 53 35
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postes

 
 

 

Troisième 
concours 
CAFEP 

postes présents à l’écrit admissibles admis 

2007 5 17 3 1
2008 5 18 6 2
2009 3 33 8 3
2010 10 29 7 3
2011 2 28 8 2
2012 3 29 13 3
2013 5 28 13 5

except. 4 47 13 4
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2.2 Répartition des notes 
 

Les données suivantes concernent les troisièmes concours CAPES et CAFEP confondus. 
Sauf mention contraire, les notes indiquées sont sur 20. 
 

2.2.1 Épreuve d’admissibilité 
 

Quartiles Moyenne Écart-type
Q1 Q2 Q3 

6,07 4,51 2,24 5,63 8,62 
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La barre d’admissibilité a été fixée à 8,62 sur 20. 
 

2.2.2 Épreuve d’admission 

 
Dossier / Exercice (notes ramenées sur 20)  Dossier / Agir en fonctionnaire (notes sur 6) 

Quartiles  Quartiles Moyenne Écart-type 
Q1 Q2 Q3  

Moyenne Écart-type
Q1 Q2 Q3 

10,23 4,62 7,00 9,40 13,25  3,02 1,34 2 3 4 
 
 
 
 
 
 
 
La note sur 20 de l’épreuve d’admission est constituée de la partie « Exercice » sur 14 (représentée ici sur 20) et de la partie « Agir 
en fonctionnaire » sur 6. 
 
 

 
 

 
 

Moyenne générale (écrit et oral) 
Quartiles Moyenne Écart-type 

Q1 Q2 Q3 
10,84 2,60 8,59 10,87 12,31

                5                10               15               20

0                     5                 10                   15                  20

                   5                 10                 15                20
 
La barre d’admission du troisième concours CAPES a été fixée 8,11 sur 20. 
Sept postes n’ont pas été pourvus. 
 
Les quatre postes du troisième concours CAFEP ont été pourvus (moyenne du dernier admis : 12,96 sur 20). 
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3. ANALYSES ET COMMENTAIRES 
 

3.1 Épreuve écrite 
 

Le sujet de l’épreuve était composé de deux problèmes : un d’analyse et probabilités (sommes de Riemann, 
applications à l’étude de suites et aux probabilités) et un d’analyse (construction de la fonction 
exponentielle, évolution d’une population). 
 
Le jury a prêté une attention particulière aux compétences suivantes. 
 Rédiger de façon rigoureuse une démonstration simple 

58% des candidats ont traité correctement au moins une des questions A.1.3 ou A.1.5 du problème 2. 

 Rédiger un raisonnement par récurrence 
52% ont rédigé correctement le raisonnement par récurrence de la question A.2.2 du problème 2. 

 Citer à bon escient un théorème d’analyse 
34% ont cité le théorème attendu à la question A.1 du problème 1 (théorème de Heine) ou à la 
question B.1 du problème 2 (théorème de Cauchy-Lipschitz). 

 Écrire un algorithme 
11% des candidats ont traité correctement la question A.6.2 du problème 1. 

 Calculer une intégrale 
46% des candidats ont traité correctement au moins une des questions C.1 ou D.1.2 du problème 1. 

 
Ces constats appellent plusieurs remarques pouvant orienter la préparation des futurs candidats : 

 rédiger de manière rigoureuse une démonstration simple est une composante essentielle du métier 
de professeur de mathématiques ; il est attendu que les raisonnements, en particulier ceux qui 
relèvent du collège ou du lycée, soient rédigés avec toute la précision voulue ; 

 le raisonnement par récurrence est mieux traité que lors des sessions précédentes, même si la 
place des quantificateurs est encore trop souvent hasardeuse ; 

 les connaissances mathématiques de base, indispensables au recul indispensable à tout enseignant 
de mathématiques, doivent être mieux maîtrisées et énoncées avec précision lorsqu’elles sont 
utilisées ; 

 l’algorithmique, comme cela a été mentionné dans le rapport de la session précédente, est une 
composante majeure de l’activité mathématique au lycée ; à ce titre, elle doit faire l’objet d’une 
préparation spécifique, cette démarche ayant une place naturelle dans de nombreux domaines du 
programme ; 

 mener à terme proprement un calcul d’intégrale est un attendu exigible de la part de futurs 
professeurs de mathématiques. 

 
Si l’inégalité triangulaire est mise en œuvre correctement, les candidats multiplient souvent une inégalité 
par un réel sans se soucier du signe de ce dernier, élèvent au carré ou passent à l’inverse sans aucune 
précaution. Ils ne distinguent pas toujours une inégalité large d’une inégalité stricte. 
Par ailleurs, les propriétés de la valeur absolue sont méconnues ou posent des problèmes à de nombreux 
candidats. 
 
De façon générale, les candidats vérifient trop rarement les hypothèses avant d’appliquer un théorème ou 
une propriété établie antérieurement, ou encore lors des questions de synthèse. 
Dans la recherche de limites, le théorème des gendarmes est très souvent invoqué à juste titre, mais 
rarement est signifiée l’existence de la limite. Seul le deuxième volet de ce théorème, permettant d’obtenir 
la valeur de la limite, est évoqué. 
Dans de nombreux raisonnements ou calculs, on observe une utilisation intempestive, voire irréfléchie du 
symbole d’équivalence. 
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Dans la partie A du problème 1, on note une confusion trop fréquente entre continuité et continuité 
uniforme, voire une méconnaissance de cette dernière notion. Les candidats identifient aussi trop 
systématiquement un taux de variation et sa limite. 
Dans la partie D du problème 1, la loi binomiale est bien reconnue. En revanche, la formule des 
probabilités totales ne semble pas connue ; sans être citée, on ne la voit pas mise en acte. Cependant, les 
candidats semblent moins hésiter que lors des sessions précédentes à aborder la partie probabilités. 
 
Dans le début du problème 2, trop nombreux sont les candidats qui n’ont pas lu l’énoncé correctement et 
ont supposé connue la fonction exponentielle. Dans le cas contraire, le début de ce problème est bien 
traité et les candidats qui ont abordé l’épreuve en commençant par ce problème l’ont plutôt bien réussi. 
 

3.2 Épreuve orale 
 

L’objectif de l’épreuve orale est l’évaluation des compétences notionnelles, didactiques et pédagogiques 
relevant des programmes de mathématiques des classes de l’enseignement secondaire ou des sections de 
techniciens supérieurs. Il s’agit donc non seulement de prouver ses compétences en mathématiques mais 
également de montrer, d’une part, ses capacités à introduire, développer, illustrer et appliquer ces notions 
pour un public d’élèves, d’autre part, son aptitude à participer, comme représentant d’une institution et 
membre d’une équipe éducative, à la formation de ces élèves. L’évaluation tient compte de ces différents 
aspects. 
Une certaine connaissance des programmes, une bonne maîtrise du temps de présentation, des média de 
communication mis à disposition (tableau, vidéoprojecteur, logiciels, bibliothèque numérique), une 
élocution claire, un niveau de langage adapté, un vocabulaire mathématique précis, une attitude d’écoute 
envers le jury sont des facteurs importants de la notation.  
Le jury a pu constater une utilisation de plus en plus pertinente des moyens numériques, en particulier 
dans l’emploi du tableur – même si certains candidats refusent encore son utilisation comme moyen de 
preuve dans les situations où le nombre de cas à traiter est fini – et des logiciels de géométrie dynamique. 
Il a également apprécié le recours de plus en plus fréquent à l’algorithmique.  
Le jury regrette de voir encore certains candidats se contenter de recopier au tableau, sans aucun regard 
vers lui, leurs notes manuscrites ou un manuel. L’utilisation alternée du vidéoprojecteur et du tableau, 
ponctuée de commentaires, permet de faire une présentation bien rythmée et attrayante, sans qu’il soit 
nécessaire de passer trop de temps à la préparation des documents au dépend des contenus. 
Enfin, il semble utile de rappeler que les questions du jury ne visent en rien à déstabiliser le candidat, 
mais au contraire à lui permettre de corriger certaines erreurs ou imprécisions ou encore à le valoriser en 
l’orientant vers des pistes inexplorées. Fort heureusement, plusieurs candidats l’ont bien compris et ont 
obtenu des notes maximales à chaque épreuve.  
Comme pour tout concours, une préparation soigneuse reste le meilleur gage de réussite. Rappelons que 
les paragraphes introductifs des programmes, les attendus du socle commun et les documents 
d’accompagnement sont des ressources essentielles pour la préparation à un concours de recrutement 
d’enseignants. 

 
3.2.1 Exercice 

La partie Exercice de l’épreuve sur dossier permet d’évaluer les candidats dans le cadre d’une mise en 
situation professionnelle : 

– l’analyse de productions d’élèves, d’extraits de programmes officiels ou la recherche des 
compétences visées par un énoncé amène à porter un regard pédagogique conforme aux 
exigences du métier ; 

– la correction d’un exercice comme on le ferait en situation d’enseignement oblige à exposer les 
arguments de façon claire et précise à un niveau adapté, ainsi qu’à anticiper sur certaines 
difficultés prévisibles ; 

– le choix d’exercices sur un thème donné conduit à s’interroger sur les objectifs visés ainsi que sur 
la variété des applications ou des méthodes possibles. 

 
La mise à disposition du sujet au format numérique et l’emploi du vidéoprojecteur ont permis à bon 
nombre de candidats une gestion optimisée du temps de présentation. Les candidats maîtrisent de mieux 
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en mieux les logiciels (géométrie dynamique et tableur notamment). Cependant certains ne sont pas assez 
synthétiques et n’ont pas suffisamment de temps pour présenter leurs exercices, ce qui les pénalise. 
 
Le jury a constaté que l’analyse des productions d’élèves est cette année encore en progrès. Les points 
positifs de ces productions, notamment en termes de stratégies pertinentes mais non abouties, sont mieux 
mis en valeur. En revanche, il est regrettable que ces analyses ne soient pas le support de construction des 
corrections proposées et de propositions de remédiation, ce qui est pourtant l’objectif de l’analyse des 
productions d’élèves.  
 
La notion de compétence reste souvent mal cernée. Les ressources institutionnelles sur le sujet sont 
pourtant riches et il conviendrait que les candidats s’en préoccupent davantage lors de la préparation du 
concours. Par exemple, une réflexion préalable sur la notion de tâche complexe pourrait utilement aider 
l’analyse de certaines productions d’élèves et également procurer des entrées pertinentes pour le choix 
d’exercices complémentaires variés. 
 
L’exercice figurant dans le dossier proposé pour la préparation met toujours quelques candidats en 
difficulté. La consigne de correction « comme devant une classe » est trop peu respectée. Le jury n’attend 
pas la démonstration d’un parfait savoir faire professionnel ; il s’agit plutôt de démontrer sa capacité à 
adopter une posture d’enseignant, à proposer des réponses et des explications claires. En particulier, une 
trace écrite de la correction est attendue, de même que des qualités de communication affirmées. 
 
La proposition d’exercices par le candidat obéit à plusieurs impératifs : 

– de nature variée (distincts de celui du jury), ils doivent offrir un intérêt mathématique, s’inscrire 
dans le thème indiqué et, lorsque celui-ci s’y prête, couvrir plusieurs niveaux;  

– leur présentation ne consiste pas à copier les énoncés au tableau ou à les vidéoprojeter ; mais à en 
préciser l’objet de façon vivante, à motiver ses choix pédagogiques en explicitant les 
compétences que l’on souhaite développer et à prévoir d’éventuels aménagements de leur 
contenu ; 

– enfin, les conseils concernant le choix des exercices de leçon conviennent également  pour cette 
épreuve, en particulier le candidat doit obligatoirement se montrer capable de résoudre les 
exercices qu’il propose, faute de quoi son choix se trouve largement discrédité. 

 
Durant cette partie de l’épreuve, certains candidats se sont réellement mis en valeur en justifiant la 
pertinence de leur choix, tant du point de vue didactique que pédagogique. Ce sont souvent les mêmes qui 
parviennent à rattacher à une même problématique un choix varié d’exercices. Pour certains sujets, des 
consignes complémentaires sont imposées quand au choix des exercices (optimisation, modélisation, 
utilisation d’un algorithme) qu’il convient de respecter. 
Il va de soi que la fréquentation régulière de situations d’enseignement et la constitution d’une 
bibliothèque d’exercices variés durant la préparation du concours peuvent aider les candidats à aborder 
sereinement cette épreuve. 
 

3.2.2 Agir en fonctionnaire de l’État 
 
Cette partie de l’épreuve sur dossier, en vigueur sous cette forme pour la dernière session, entre pour une 
part importante dans la note finale de l’épreuve. Elle permet d’apprécier la façon dont le candidat envisage 
les obligations du fonctionnaire et ses futures responsabilités d’enseignant et d’éducateur. Elle lui donne 
l’occasion d’exprimer sa conception du travail en équipe et sa vision de la place des enseignants dans la vie 
de l’établissement. Elle permet de mesurer sa connaissance du système éducatif. 
Chaque sujet de la partie Agir en fonctionnaire de l’État et de façon éthique et responsable repose sur une étude de 
cas complétée par un ou plusieurs documents (extraits de textes officiels, analyses statistiques, articles, 
etc.). Les thèmes abordés lors de la session exceptionnelle 2014 concernaient la lutte contre l’échec 
scolaire, les relations avec les parents et l’orientation.  
Les candidats sont de mieux en mieux préparés à cette épreuve et certains savent bien mettre en valeur 
leur expérience d’enseignement. Le jury a cependant déploré, dans des cas heureusement fort rares, la 
paraphrase des documents mis à disposition ou un manque d’intérêt pour les questions ne relevant pas 
directement de l’enseignement des Mathématiques. 
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4. ÉNONCÉS 
 

4.1 Énoncé de l’épreuve écrite 
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Problème 1 : sommes de Riemann.

Dans ce problème, on suppose introduite à l’aide des fonctions en escalier la notion d’intégrale au sens
de Riemann d’une fonction.

Partie A : convergence des sommes de Riemann

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b].

Pour tout n ∈ N∗, pour tout k ∈ [[0, n]], on pose : xk = a + k
b− a
n

et on considère les sommes de
Riemann :

Sn(f) =
1

n

n−1∑
k=0

f(xk) et Rn(f) =
1

n

n∑
k=1

f(xk).

Dans un premier temps, on se propose de démontrer que les suites (Sn(f))n∈N∗ et (Rn(f))n∈N∗ sont

convergentes et de même limite
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt.

Dans un deuxième temps, on cherche à obtenir une majoration de
∣∣∣∣∫ b

a
f(t) dt− (b− a)Sn(f)

∣∣∣∣, pour
tout n ∈ N∗.

1. Démontrer que :

∀ε > 0,∃η > 0,∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

b− a
.

2. Soit ε un réel strictement positif.

2.1. Démontrer qu’il existe N ∈ N tel que :

∀n ≥ N, ∀k ∈ [[0, n− 1]],∀t ∈ [xk, xk+1], |f(t)− f(xk)| ≤
ε

b− a
.

2.2. En déduire que :

∀n ≥ N, ∀k ∈ [[0, n− 1]],

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

(f(t)− f(xk)) dt
∣∣∣∣ ≤ ε

n

puis que :

∀n ≥ N,
∣∣∣∣∫ b

a
f(t) dt− (b− a)Sn(f)

∣∣∣∣ ≤ ε.
3. En déduire que (Sn(f))n∈N∗ , puis (Rn(f))n∈N∗ , convergent vers

1

b− a

∫ b

a
f(t) dt.

4. Application

Soit (un)n∈N∗ la suite définie par : ∀n ∈ N∗, un =

2n∑
j=n+1

1

j
.

Démontrer que la suite (un)n∈N∗ converge vers ln 2.

5. Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe C1 sur [a, b].

5.1. Démontrer qu’il existe un réel M tel que : ∀t ∈ [a, b], |f ′(t)| ≤M .

5.2. En déduire que : ∀n ∈ N∗,∀k ∈ [[0, n− 1]],∀t ∈ [xk, xk+1], |f(t)− f(xk)| ≤M(t− xk).



5.3. Démontrer que :

∀n ∈ N∗,∀k ∈ [[0, n− 1]],

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

(f(t)− f(xk)) dt
∣∣∣∣ ≤ M(b− a)2

2n2

puis que :

∀n ∈ N∗,
∣∣∣∣∫ b

a
f(t) dt− (b− a)Sn(f)

∣∣∣∣ ≤ M(b− a)2

2n
.

6. Application : calcul d’une valeur approchée de
∫ 1

0
e−x

2
dx par la méthode des rectangles.

Soit f la fonction définie par : ∀x ∈ R, f(x) = e−x
2 .

6.1. Déterminer un réel M tel que ∀x ∈ [0, 1], |f ′(x)| ≤M .
6.2. Soit ε ∈ R∗+. En utilisant les résultats obtenus dans la question 5, écrire un algorithme qui

calcule une valeur approchée à ε près de
∫ 1

0
e−x

2
dx.

Donner une valeur approchée à 10−3 près de
∫ 1

0
e−x

2
dx.

Partie B : application à l’étude de suites

Soit f une fonction définie sur ]0, 1], continue et décroissante sur ]0, 1].
On considère la suite (rn)n∈N∗ définie par :

∀n ∈ N∗, rn =
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)

et la fonction I définie sur ]0, 1] par : ∀x ∈]0, 1], I(x) =
∫ 1

x
f(t) dt.

1. Démontrer que pour tout entier n ≥ 2 et pour tout k ∈ [[1, n− 1]], on a :

1

n
f

(
k + 1

n

)
≤
∫ k+1

n

k
n

f(t) dt ≤ 1

n
f

(
k

n

)
2. En additionnant les inégalités précédentes, démontrer que pour tout entier n ≥ 2, on a :

I

(
1

n

)
+

1

n
f(1) ≤ rn ≤ I

(
1

n

)
+

1

n
f

(
1

n

)
3. On suppose, de plus, que lim

x→0
I(x) = l (l ∈ R) et lim

x→0
xf(x) = 0. Démontrer que la suite (rn)n∈N∗

converge et préciser sa limite.

4. Dans cette question, on pose f(x) =
x2 − 1

4
− 1

2
lnx, pour tout réel x ∈ ]0, 1].

4.1. Démontrer que pour tout n ∈ N∗, rn =
(n+ 1)(2n+ 1)

24n2
− 1

4
− 1

2n
ln

(
n!

nn

)
.

On rappelle que la somme des carrés des n premiers entiers naturels non nuls est égale à
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

4.2. En utilisant les questions précédentes, démontrer que la suite

(
(n!)

1
n

n

)
n∈N∗

converge et

déterminer sa limite. On rappelle que la fonction x 7−→ x lnx − x est une primitive de la
fonction ln sur R∗+.



Partie C : une suite d’intégrales

1. Démontrer que pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ [[0, n− 1]], on a :∫ (k+1)π
n

kπ
n

|sin(nx)|dx =
2

n
.

2. Soit f une fonction continue et croissante sur [0, π].

2.1. Démontrer que pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ [[0, n− 1]], on a :

2

n
f

(
kπ

n

)
≤
∫ (k+1)π

n

kπ
n

f(x)|sin(nx)| dx ≤ 2

n
f

(
(k + 1)π

n

)
.

2.2. En déduire un encadrement de
∫ π

0
f(x)|sin(nx)| dx.

2.3. Déterminer lim
n→+∞

∫ π

0
f(x)|sin(nx)| dx.

2.4. Obtiendrait-on le même résultat pour une fonction f continue et décroissante sur [0, π] ?

Partie D : une application aux probabilités

1. Pour tout couple d’entiers naturels (k,m), on pose Ik,m =

∫ 1

0
xk(1− x)m dx.

1.1. Démontrer que : ∀k ∈ N∗, ∀m ∈ N, Ik,m =
k

m+ 1
Ik−1,m+1.

1.2. Pour tout couple d’entiers naturels (k,m), déterminer I0,k+m et en déduire une expression
de Ik,m en fonction des entiers k et m.

2. Soient n ∈ N∗, p ∈ [0, 1].
Une urne contient des boules rouges et des boules blanches. La proportion de boules rouges dans
cette urne est p. On réalise dans cette urne n tirages indépendants d’une boule avec remise. On
note X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X, puis donner l’espérance de X.

3. Soient n ∈ N∗ et N ∈ N∗.
On dispose de N urnes U1, ..., UN contenant des boules rouges et des boules blanches et telles

que, pour tout j ∈ [[1, N ]], la proportion de boules rouges dans Uj est
j

N
.

On choisit une urne au hasard et on effectue dans cette urne n tirages indépendants d’une boule
avec remise. On note XN la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges obtenues.

3.1. Pour tout entier naturel k, on note pN (k) la probabilité que XN prenne la valeur k.

Démontrer que : pN (k) =
1

N

N∑
j=1

(
n

k

)(
j

N

)k (
1− j

N

)n−k
.

3.2. Calculer l’espérance de XN . Quelle est la limite de cette espérance quand N tend vers
+∞ ?

3.3. En utilisant le résultat obtenu dans la première question, déterminer lim
N→+∞

pN (k).

Que peut-on en déduire pour la suite de variables aléatoires (XN )N∈N∗ ?



Problème 2 : fonction exponentielle, évolution d’une population

On établit dans la partie A l’existence d’une unique solution de l’équation différentielle y′ = y vérifiant
y(0) = 1 et on étudie dans la partie B un exemple d’équation différentielle.
Dans la partie A, les fonctions exponentielles et les fonctions logarithmes sont supposées ne pas être
connues.

Partie A : la fonction exponentielle

On s’intéresse dans cette partie à l’équation différentielle (E) : y′ = y, avec la condition y(0) = 1.
1. Dans cette question, on suppose qu’il existe une fonction f dérivable, solution de (E) sur R telle

que f(0) = 1.
1.1. Démontrer que : ∀x ∈ R, f(x)× f(−x) = 1.
1.2. En déduire que f ne s’annule pas sur R.
1.3. Démontrer que si g est une fonction dérivable solution de (E) sur R telle que g(0) = 1,

alors g = f .

On pourra considérer la fonction ϕ définie sur R par ϕ(x) =
g(x)

f(x)
.

1.4. Démontrer que : ∀ (a, b) ∈ R2, f(a+ b) = f(a)× f(b).

On pourra fixer un réel a et considérer la fonction ψ définie sur R par ψ(x) =
f(a+ x)

f(a)
.

1.5. Déduire des résultats précédents que f est strictement positive sur R.
2. On va dans cette question établir l’existence d’une fonction f définie et dérivable sur R, solution

de (E) telle que f(0) = 1.
Soit x ∈ R. On pose, pour tout entier n > |x| :

un(x) =

(
1 +

x

n

)n
et vn(x) =

1

un(−x)
.

On va montrer que les suites (un(x))n>|x| et (vn(x))n>|x| sont adjacentes.
2.1. Justifier que les suites (un(x)) et (vn(x)) sont bien définies pour n > |x|.
2.2. Établir par récurrence l’inégalité de Bernoulli :

∀ a ∈ ]− 1,+∞[,∀n ∈ N∗, (1 + a)n > 1 + na

2.3. Soit n un entier tel que n > |x|.

i. Démontrer que : un+1(x) = un(x)×

(
1 +

x

n

)
×

(
1 + x

n+1

1 + x
n

)n+1

.

ii. En utilisant l’inégalité de Bernoulli, démontrer que :

(
1 + x

n+1

1 + x
n

)n+1

>
1

1 + x
n

.

iii. En déduire que la suite (un(x))n>|x| est croissante.
2.4. Démontrer que la suite (vn(x))n>|x| est décroissante.
2.5. Soit n un entier tel que n > |x|.

i. Démontrer que : vn(x)− un(x) = vn(x)
(
1−

(
1− x2

n2

)n)
.

ii. En déduire que : vn(x)− un(x) > 0.



iii. En utilisant l’inégalité de Bernoulli, démontrer que : vn(x)− un(x) 6 vn(x)×
x2

n
.

2.6. Déterminer, en utilisant les résultats des questions précédentes, la limite de la suite
(vn(x)− un(x))n>|x|. Conclure.

2.7. On désigne par f la fonction qui à tout réel x associe f(x), limite commune des suites
(un(x)) et (vn(x)). On va démontrer que la fonction f est solution de l’équation différentielle
(E) et vérifie f(0) = 1.

i. Démontrer que : f(0) = 1.
Dans les deux questions suivantes, on considère un réel x0.

ii. On admet que : ∀ (a, k) ∈ R2, f(a+ k)− f(a) > kf(a).
En utilisant cette relation, établir que :

∀h ∈ ]− 1, 1[, h f(x0) 6 f(x0 + h)− f(x0) 6
h

1− h
f(x0) .

iii. En déduire que f est dérivable en x0 de dérivée f(x0). Conclure.

Partie B : évolution d’une population

Pour étudier l’évolution d’une population de poissons au cours du temps, on utilise le modèle suivant.
On admet que la fonction N , représentant le nombre de poissons en fonction du temps t (exprimé en
années) vérifie les conditions suivantes :
– N est solution de l’équation différentielle (E) :

y′ = ry

(
1−

y

K

)

où r et K sont des constantes réelles strictement positives ;
– N(0) = N0, avec 0 < N0 < K ;
– N est définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 ;
– si g est une solution de (E) définie sur un intervalle J contenant 0 et vérifiant g(0) = N0, alors J

est inclus dans I.

1. Quel théorème permet de garantir l’existence et l’unicité de la fonction N ?

On admet que I contient [0,+∞[, et que pour tout réel t ∈ I, 0 < N(t) < K.

2. Étude qualitative

2.1. Démontrer que N est strictement croissante sur I.

2.2. En déduire que N admet une limite finie ` en +∞.

2.3. Démontrer que ` = K. On pourra raisonner par l’absurde.

3. Détermination d’une expression de N

On pose, pour t ∈ I, g(t) =
1

N(t)
.

3.1. Démontrer que g est solution sur I de l’équation différentielle (E′) : y′ = −ry +
r

K
.

3.2. Résoudre l’équation différentielle (E′), puis déterminer une expression de N sur I.

3.3. Retrouver la limite de N en +∞.



4.2 Énoncés de l’épreuve orale 
 
4.2.1 Exercice 

 
 

 

 18



CAPES 2014

CAPES externe de mathématiques : exercice

Thème : probabilités

L’exercice

On lance deux dés équilibrés à 6 faces numérotées de 1 à 6 et l’on s’intéresse à la somme des nombres
indiqués sur leur face supérieure.
Quel est le résultat le plus probable ?

Les réponses de trois élèves de seconde

Élève 1

Aucune somme n’est plus probable qu’une autre car il y en a 11 (2,3, ...,12), on a donc une chance sur 11
pour chaque somme.

Élève 2

Vu les décompositions possibles des sommes, il y en a trois qui sont les plus probables :

6(3+3 = 2+4 = 1+5), 7(3+4 = 2+5 = 1+6) et 8(4+4 = 3+5 = 2+6)

Élève 3

J’ai lancé 100 fois les deux dés et j’ai obtenu les fréquences suivantes :

Somme 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fréquences 0,02 0,06 0,09 0,17 0,16 0,18 0,13 0,07 0,05 0,06 0,01

La somme de 7 semble être la plus probable mais ce n’est pas sûr, les résultats sont proches pour les sommes
de 5, 6 et 7 et, de toute façon, auraient pu être différents.

Le travail à exposer devant le jury

1- Analysez la production de chaque élève en mettant en évidence ses réussites, même partielles.

2- Proposez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de seconde.

3- Présentez deux ou trois exercices sur le thème des probabilités dont l’un au moins fait appel à une
simulation traitée avec un tableur.

————————————–







 
4.2.2 Agir en fonctionnaire de l’État 
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5. ANNEXES 
 

5.1. Ressources numériques et logiciels à disposition des candidats 
 
 

Textes officiels 
- réglementation du concours ; 
- programmes de Mathématiques des classes de collège, de lycée et des sections de 

technicien supérieur ; 
- documents ressources pour le collège et le lycée ; 
- référentiel des compétences professionnelles des métiers du professorat et de l'éducation 

(arrêté MENE1315928A du 1er juillet 2013). 
 

Logiciels 
- Algobox ; 
- ClassPad Manager ; 
- Geogebra ; 
- Geoplan  Geospace ; 
- Maxima ; 
- OpenOffice.org ; 
- Python ; 
- Scilab ; 
- TI-NSpire CAS TE ; 
- TI-SmartView 83 Plus.fr ; 
- Xcas. 

 
L’utilisation de tout support numérique personnel est exclue. 
L’usage des téléphones mobiles et de toute forme d’accès à internet est interdit dans l’enceinte du 
concours. 

 
Manuels numériques 

- BORDAS : Indice 2de, 1re S, Terminale S spécifique ; 
- DIDIER : Hélice 6e, Horizon 4e, Math’x : 2de, 1re S, Terminale S spécifique, Terminale S 

spécialité ; 
- FOUCHER : Sigma : 1re STI2D et STL, Terminale STI2D et STL ; 
- HACHETTE : Phare : 6e, 5e, 4e, 3e, Déclic : 2de, 1re ES-L, 1re S, Terminale ES spécifique et 

spécialité, Terminale S spécifique et spécialité ; 
- HATIER : Triangle : 6e, 5e, 4e, 3e, Odyssée : 2de, 1re ES-L, 1re S, Terminale ES-L 

(spécifique et spécialité), Terminale S spécifique, Terminale S spécialité ; 
- NATHAN : Transmath : 6e, 5e, 4e, 3e, Transmath : 2de, 1re S, 1re ES-L, Terminale S, 

Terminale ES-L, Hyperbole : 2de, 1re ES-L, 1re S, Terminale ES-L, Terminale S spécifique. 
 
 
Le jury remercie les éditeurs de logiciels et de manuels ayant mis gracieusement leurs produits à la disposition 
du concours. 
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http://capes-math.org/index.php?id=pdf
http://www.geogebra.org/


5.2 Bibliothèque du concours 
 

Le candidat peut utiliser des ouvrages personnels. Seuls sont autorisés les livres en vente dans le 
commerce, à condition qu’ils ne soient pas annotés et à l’exclusion des manuels spécifiques de préparation 
aux épreuves orales du concours, qu’ils concernent les sujets de leçons ou la partie agir en fonctionnaire de 
l'État. Le jury se réserve la possibilité d’interdire l’usage de certains ouvrages dont le contenu serait 
contraire à l’esprit des épreuves. 
 
La bibliothèque du concours propose quelques exemplaires de manuels du collège, du lycée et des sections 
de technicien supérieur. 

 
Ouvrages disponibles pour les sessions 2014 
 

Bordas Myriade 2009
Didier Hélice 2009
Hachette Education Phare 2009

Sixième 

Hatier Triangle 2009
Bordas Myriade 2010
Hachette Education Phare 2010Cinquième 
Hatier Triangle 2010
Belin Prisme 2011
Bordas Myriade 2011
Didier Horizon 2011
Hachette Education Phare 2011

Quatrième 

Hatier Triangle 2011
Hachette Education Phare 2012Troisième 
Hatier Triangle 2012

Belin Symbole 2009
Bordas Pixel 2010
Didier Math’x 2010

Déclic 2010Hachette Education 
Repères 2010

Hatier Odyssée 2010
Hyperbole 2010
Transmath 2010

Seconde 

Nathan 
Travailler en confiance 2010

Belin Symbole 2011
Bordas Indice 2011
Didier Math’x 2011

Déclic 2011Hachette Education 
Repères 2011

Hatier Odyssée 2011
Hyperbole 2011

Première S 

Nathan 
Transmath 2011

Bordas Indice 2011
Hachette éducation Déclic 2011
Hatier Odyssée 2011

Première ES-L 

Nathan Hyperbole 2011
Première STI2D-STL Foucher Sigma 2011

Bordas Indice (enseignement ES spécifique et L de spécialité) 2012
Bordas Indice (enseignement ES de spécialité) 2012
Hachette Education Déclic (enseignement ES spécifique et de spécialité et L de spécialité) 2012
Hatier Odyssée (enseignement ES spécifique et de spécialité et L de spécialité) 2012

Terminale ES-L 

Nathan Hyperbole (enseignement ES spécifique et de spécialité et L de spécialité) 2012
Indice (enseignement spécifique) 2012Bordas 
Indice (enseignement de spécialité) 2012
Déclic (enseignement spécifique et de spécialité) 2012
Repères (enseignement spécifique et de spécialité) 2012Hachette Education 
Repères (enseignement spécifique) 2012
Odyssée (enseignement spécifique) 2012Hatier 
Odyssée (enseignement de spécialité) 2012
Hyperbole (enseignement spécifique) 2012

Terminale S 

Nathan 
Hyperbole (enseignement de spécialité) 2012

Terminale STI2D-STL Foucher Sigma 2012

Sigma (BTS industriels, groupement BCD, analyse et algèbre) 2009
Sigma (BTS industriels, groupement BCD, statistique et probabilités) 2009
Sigma (BTS industriels, groupement A, tome 1) 2010

Sections de technicien 
supérieur 

Foucher 

Sigma (BTS industriels, groupement A, tome 2) 2010
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